Winkel am Tangentialpunkt eines Vierecks
Eckart Schmidt

Der Tangentialpunkt — auch Bennett-Punkt
[Cun;63] — ist ein merkwirdiger Punkt des
Vierecks, dessen vielseitiger geometrische Bezug
von R. Stark [Std] ausfihrlich dargestellt wird.
Hier werden erganzende Winkeleigenschaften
aufgezeigt und eine analytische Berechnung in
baryzentrischen Koordinaten angedeutet.
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Der Tangentialpunkt

Zu einem Viereck ABCD gibt es einen Punkt T — von R. Stérk
als Tangentialpunkt bezeichnet — von dem man jede Seite unter
einem Blickwinkel sieht, der die Summe der Blickwinkel von
den Ecken der Gegenseite ist [St4;19]:

ZATB = ZACB+ ZADB, ... (orientiert mod 180°).
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Konstruktiv und fur eine analytische Behandlung zugénglicher
durfte die folgende Eigenschaft sein: Spiegelt man das isogonale
Bild einer Ecke bzgl. des Restdreiecks an dessen Umkreis, so
erhélt man den Tangentialpunkt [St&;22].

Wahlt man das Teildreieck ABC als Bezugsdreieck und gibt dem
Tangentialpunkt die Winkelkoordinaten T(¢,,®,,®,.), dann hat
die vierte Ecke des Vierecks die Winkelkoordinaten
T(p,—a,¢,—B,0.—7), wenn ¢, S, y die Innenwinkel des
Dreiecks ABC sind. — Gibt man dem Tangentialpunkt die



baryzentrischen Koordinaten T (u:v:w), dann errechnet sich die
vierte Ecke zu
D( 1
(a2—c?)c2uv - 2S ,a2vw+ (a2 —b?)b2wu + b2c2u?
_ 1
" (b2—c?)c2uv + (b2 — a2)a2vw— 2S .b2wu + a2c2v2
) 1
" —2S.c2uv + (c2 —a2)a2vw+ (c2 —bh2)b2wu + a2b2w2) '
Benutzt werden die Conway-Abkirzungen
2S,=-a2+b%2+c?, 2S;=a?-b2+c?, 2S. =a?+b?-c?
sowie S =,/S,S, +SgSc +ScS, = 2A.
Im Folgenden werden baryzentrische Koordinaten in dieser
Weise benutzt.

Erste Kreismitten

Ein Viereck ABCD mit Tangentialpunkt T habe die
Seitengeraden AB=a, BC=b, CD=c, DA=d und die
Diagonalen AC=e, BD=1f. Das Diagonaldreieck des
Vierecks sei UVW mit
bnd =U(0:2S.c2uv +a?(az—c?)vw-+b?(b? —c?)wu — a2bw?
: c2(c2—b?)uv + a2(az—b?)vw+ 2b2S,wu —a2c?v?),
en f =V (2S.c?uv+a?(a?—c?)vw+b2(b?—-c?)wu —a2bh?w?:0
:c2(c2—a?)uv + 2a2S ,vw+ b?(b? —a?)wu —bc2u?),
anc=W(0:c?(c2—b?)uv+a?(az—b?)vw+ 2b2S,wu —azc?v?)
:c2(c2—a?)uv + 2a2S ,vw+b?(b? —a2)wu —b?c2u?)
und den Seitengeraden UV =w, VW =u, WU =v.

Betrachtet werden die Mittelpunkte von Kreisen durch zwei
Ecken des Vierecks und den Tangentialpunkt:

zB. M, ist Mittelpukt von k(A B,T).
Dabei orientiert sich die Indizierung c(=CD) zur besseren

Formulierung der Ergebnisse an der Gegenseite von AB. Zwei
Beispiele:

M. (Sgc2uv +azc2vw+ (S ,Sg + S2)wu + S ,a2w?
:S,C2UV + (S, S; + S2)vw+b2c2wu + Sgh2w?
:—c2(c2uv + Sgvw+ S ,wu — S w?)),
M, (—a?(Sguv +a2vw+ S wu — S ,u?)
1 (SgSc +S?)uv + S a2vw+ a2b?wu + S b2u?
1 @2c2uv + Sga?vw+ (S S + S?)wu + S.c?u?).

Fir die Radien dieser Kreise gilt z.B.



™ - \/ C2(C2U2 + 2S WU + a2w2)(C2v2 + 25 ,VW+ h2w?)
‘ 4S52W2(U +V + W)?
~ TATB
~ 2abst(T,AB)

In der koordinatenunabhangigen Form ist das Ergebnis
verallgemeinerungsfahig.
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Es gibt sechs Erste Kreismitten, die zu Tripeln auf den
Mittelsenkrechten m(X,T) von A, B, C, D und T liegen:

M,, M., M, em(AT); M., M ,M, em(B,T);
M,,My,M; em(C,T); M,,M,, M, em(D,T).

Betrachtet man jetzt Kegelschnitte durch die Punktequintupel
(M, My, M, M T), (M, M, M, M, T), (M, My, M M, T),
so erhélt man in den vierten Schnitten dieser drei Kegelschnitte
drei weitere kollineare Punkte M, M,, M,. Dabei ist TM,
Tangente in T an den ersten Kegelschnitt und TM, und TM,, sind
Tangenten in T an den zweiten und dritten Kegelschnitt.

Verbindet man diese Ersten Kreismitten mit dem
Tangentialpunkt und bezeichnet die Geraden mit g, =TM,,

dann findet man die Winkel des Vierecks und des
Diagonaldreiecks in den Schnittwinkeln dieser Geraden wieder:

£(9,.9,) = Z(y,x) fur xyefab,cde, fuvw

Beispiel:
ZADC = /(d,c) = £(9.,94) = LM TM,
a2S ,,vw—hb2S,wu +c2S.uv + a2c2v?
S(a2vw+b2wu + c2uv) '

= arccot(



Winkel des Vierecks und seines
Diagonaldieiecky anv Tangentialpunkt
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Zweite Kreismitten

In diesem Abschnitt werden Tangentialpunkte zu zwei
Viereckpunkten und zwei nicht kollinearen Punkten des
Diagonaldreiecks betrachtet:

T,=T(C,D,UV), T,=T(D,AV,W), T,=T(AB,U,V),
Td :T(B’C’V’W)1 Te:T(B’ D,W,U), Tf :T(AaC1WaU)
Auch hier orientiert sich die Indizierung an der Gegenseite. Z.B.

T. (—2a2w(u +w) + 2b2wu —c2u(u — v+ w)
: 2a2vw—2b2W(V + W) — C2v(—U +V + W) : C2W(U +V + W) .
T, (—a2u(u+v+w):a2v(u+v—w)+2b2u(u+v)—2c2uv
a?w(u —v+w) —2b2uw+2c2u(u +w) .
T, (—2a2v(u +Vv) —b2u(u +v—w) +2c2uv : b2v(u +Vv+w)
: 2a2vwW—b2w(—U +V+Ww) —2c2v(V+Ww)) .

Diese Tangentialpunkte liegen auf den Kreisen um die Ersten
Kreismitten durch den Tangentialpunkt T:

T liegt auf einem Kreisum M, durchT fir xe {a,b,c,d,e, f }
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Die Mittelpunkte von Kreisen zu jeweils zwei dieser
Tangentialpunkte und dem Tangentialpunkt T des Vierecks
seien als Zweite Kreismitten angesprochen (siehe Tabelle):



T T, Ty T, Ty Te T
Ta - Mgp | Mw | Mac | Map | Mgc
Ty Mgp - Mca M, Mco | Mga
Te My, Mca - Mpg | Mcg | Mpa
Ta | Mac | My | Mg - Mas | Moc
Te | Map | Mep | Mcg | Mgs - M,
T Mgc | Mga | Mpa | Mpnc M, -

Beispiel: Mpa ist Mitte des Kreises k(T, T, T¢):

M pa (—V(Sgu +a2w)(a2c?v2 + S .S wu) —w(a2v + S.u)(a2b?w? + S, S uv)
—S2u(2a2vW(U +V + W) +b2u2w + c2u2v) — S, S u2(b2w? + c2v2) — 2a*S ,v2w2)
S (V(S U —Spv+ Scw) +b2uw)(S ,a2vw+ Spb?wu — S.c2uv + a2b2w?)
t(W(S, U+ Sgv—S.w+c2uv)(S ,a2vw— Sgb2wu + S.c2uv + a2cv?)).
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Zweite Kreismitten
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Die im vorigen Abschnitt herausgearbeiteten Punkte M, M,, My,
treten hier wieder auf:

M, =MT.T,,T), M, =MT,T,T;), M, =M(T,T,,T).
Die Zweiten Kreismitten liegen zeilen- bzw. spaltenweise auf
den Mittelsenkrechten m(T,T,), die auch die Ersten Kreismitten
enthalten:

m(T.T.): MM, Mg, M5, My, Mg,
m(T,T,): My, My, Mgy, Mcp, Mca Mg
m(T,T.): Mg, M,,,Mc5, Mg, Mcy, Mg
m(T,Ty): Mg,M Mg, Mpe, Mo, Mgy
m(T,T.): M, M,,M g, Mcg,Mcp, M5
m(T,T¢): MM, Mgy, Mge, My, Mg,

Bemerkenswerter sind die Kollinearitdten auf den schon
angesprochenen Geraden durch den Tangentialpunkt T:



9,: T,M_ M, Myg,; Op: T My, Mg, Meg;
g.: T,M; M, My ; Oa: T.My,MpyM s
g.: T.M,M,.,M,; gi: T,M{, Mg, M.

Somit gilt fuir die Winkel am Tangentialpunkt:

Fir die Ersten Kreismitten
AIMTM, =£(y,x) fir xyefab,cd.e f,uv}

und fur die Zweiten Kreismitten
My TM,, = £(PQ,XY) fir X,Y,P,Qe{AB,C,D}.

Auch Uber Teilverhaltnisse auf den Geraden durch T kann eine
Aussage gemacht werden. Z.B. teilt die Zweite Kreismitte Mpa
die Strecke zwischen Tangentialpunkt T und der kollinearen
Ersten Kreismitte My in dem Verhaltnis

TMp,  2u(c?v2+2S,vw+b2w?2)

MM, (U+Vv+w)(a2vw+b?wu + c2uv)
o abst(T, BC) TA?

abst(A,BC) pot(T,ABC)

Dieses Ergebnis ist in seiner koordinatenunabhéngigen Aussage
fur jede Permutation der Ecken A, B, C, D des Vierecks zu
verallgemeinern, wenn man die entsprechende Erste Kreismitte
waéhlt. So teilt die Zweite Kreismitte Mac die Strecke TMe im
Verhéltnis

5 abst(T, BD) TC?
abst(C,BD) pot(T,BCD) '
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